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ОБОБЩЕННЫЙ КРИТЕРИЙ РОБАСТНОЙ МОДАЛЬНОСТИ 
ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ С ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ 

НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЬЮ ПАРАМЕТРОВ 1

Формулируется обобщенный частотный критерий робастной модальности 
полиномов, коэффициенты которых линейно зависят от параметров, опреде
ленных с точностью до принадлежности многомерному эллипсоиду. Исследует
ся возможность применения предложенного критерия для анализа различных 
видов робастной модальности линейных непрерывных и дискретных систем с 
эллиптически неопределенным объектом управления и фиксированным регу
лятором.

1. Введение

Современное состояние теории робастных систем характеризуется большим раз
нообразием постановок задач и формулировок критериев робастной устойчивости и 
модальности [1—5]. При этом значительное внимание уделяется случаю интерваль
ной неопределенности параметров, что с одной стороны, объясняется исторически
ми факторами (толчком для развития теории робастной устойчивости послужили 
работы В. Л. Харитонова по устойчивости семейств интервальных полиномов), и 
с другой стороны, обусловлено распространенностью интервальной формы пред
ставления неопределенности параметров при структурно-аналитическом подходе к 
получению моделей систем управления.

Наряду с интервальными ограничениями практический интерес представляет 
случай эллиптической неопределенности, когда параметры определены с точностью 
до принадлежности многомерному эллипсоиду. Эллиптические ограничения на не
определенность параметров получают, например, при вычислении доверительных 
областей с использованием экспериментально-статистических методов построения 
математических моделей динамических объектов. Впервые эллиптические ограни
чения на неопределенность параметров были рассмотрены в работе [6], где сформу
лированы теоремы, позволяющие определить максимальный по условию сохранения 
устойчивости радиус гиперсферы в пространстве коэффициентов характеристичес
кого уравнения непрерывной или дискретной системы. В работе [7] предложен метод 
анализа робастной модальности полиномов, коэффициенты которых представляют 
собой аффинную функцию сферических параметрических возмущений. Близкий ре
зультат для полиномиальных и трансцендентных характеристических уравнений по
лучен в [8] в виде алгоритма вычисления меры робастной модальности.

В работах [6- 8] решением задачи анализа робастной модальности является об
ласть допустимых значений параметров в виде многомерного эллипсоида или ги-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке М инистерства общего и профессионального об
разования Р Ф  (грант Санкт-П етербургского государственного электротехнического университета).
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персферы. Общий для [6- 8] метод решения основывается на условной минимизации 
евклидовой нормы вектора параметрических возмущений. Другой подход применен 
в работах [9, 10], где сформированы частотные критерии робастной устойчивости 
и модальности, в которых эллиптические ограничения на параметрическую неопре
деленность используются как исходные данные, а проверка свойств номинального 
полинома и вычисление меры робастной устойчивости и модальности осуществля
ются с использованием модифицированного годографа Михайлова.

К важным свойствам эллиптических ограничений относится то, что при линей
ном преобразовании пространства параметров область неопределенности остается 
эллиптической. Указанное свойство позволяет на основе частотного метода иссле
дования робастной устойчивости и модальности, разработанного Я. 3. Цыпкиным 
и Б. Т. Поляком, получить обобщенный критерий в форме удобной для непосред
ственного анализа различных видов робастной модальности (устойчивости, степени 
устойчивости, степени колебательности и др.) разомкнутых и замкнутых систем ав
томатического управления.

В разделе 2 настоящей работы приводится критерий робастной модальности для 
эллиптических характеристических полиномов и анализируются его особенности по 
сравнению с полученными ранее в [6-10]. В последующих разделах разрабатывает
ся техника использования предложенного критерия в задачах робастного анализа 
линейных непрерывных и дискретных систем с эллиптически неопределенным объ
ектом управления и фиксированным регулятором.

2. Постановка задачи и основной результат

Рассмотрим семейство полиномов:

(1) £>(А) =  (iq -\- -\- • • • -\- (2nAn, а (Е Д,

где Л -  комплексная переменная; а =  [aoai. . .  ап]т -  вектор коэффициентов; А  С 
С R n+1 -  множество неопределенности коэффициентов:

(2) А =  {а  : а =  а* +  Ab, b € В }  .

Здесь а* =  [aga|. . .  a*]T -  вектор независимых коэффициентов; b =  [bo^i. . .  bm]T -  
вектор параметров; А -  матрица линейного преобразования размерности; (n +  1) х 
х(то +  1); В  С R m+1 -  множество неопределенности параметров, представляющее 
собой многомерный эллипсоид в пространстве параметров R m+1:

(3) В  =  {b  : (b -  Ь0)Т( В - 1)ТВ ^ 1(Ь -  Ь°) <  7 2}  ,

где В -  матрица размерности (т о +1) х (т о +1) такая, что (В- 1 )ТВ - 1  есть веществен
ная симметрическая положительно определенная матрица размерности 
(m +  1) х (m +  1); Ь° =  [Ь§Ь° • • • ^m\T ~  номинальный вектор параметров; 7 >  0 -  
размах параметрических возмущений.

Необходимо определить принадлежность корней семейства полиномов (1) неко
торой замкнутой области Л в плоскости корней, определяющей модальные свойства 
семейства.

Для решения поставленной задачи воспользуемся частотным подходом к иссле
дованию робастной модальности линейных систем.

Представим D (Л) в виде

(4) D ( Л) =  dT (A)a,

где d(A) =  [1 Л . . .  А"]т , и введем в рассмотрение комплексную функцию

(5) А =  А (ш), c u e Q c R 1,
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задающую границу области Л в параметрической форме. 
При подстановке (3) и (5) в (4) имеем:

(6) q(w) =  Q(w)(a* +  Ab),

где q(w) =  [Re_D(A(w)) Im_D(A(w))]T -  вектор, элементами которого являются коор
динаты точки годографа D (A(w)) в комплексной плоскости при фиксированном зна
чении параметра w; Q(w) -  матрица линейного преобразования размерности 
2 х (n +  1):

(7) Q(w) =  [Red(A(w))Imd(A(w))]T .

Сформируем матрицу К размерности 2 x 2  (для компактности записи опустим 
обозначение зависимости матрицы К от параметра ш):

( 8 ) К =  Q(w)AB(Q(w)AB)T,

и представим ее в виде разложения:

(9) К =  CDCT,

где С -  ортонормированная матрица собственных векторов матрицы К; D =  
=  diag [^11^22] — матрица собственных чисел матрицы К.

Справедливо следующее
У т в е р ж д е н и е  1. Д л я  всех  ш £ О, область Q(uj) =  {q(w) : b € В }  предст ав

ляет  собой.
1) эллипс с центром в точке q°(w) =  Q(w)(a* +  Ab°); полуосями a q =  7 л/с1ц, 

bq =  7 л/ ^22 и углом поворот а Qq =  arg ([1 j\С [1 0]т ) ; в случае d n  >  0; с̂ 2 >  0 ;

2) от резок с центром в точке q°(w) =  Q(w)(a* +  Ab°); полудлиной a q =  7 л/^и 
и углом наклона Qq =  arg ([1 j\С [1 0]т ) ; в случае d n  >  0; с̂ 2 =  0 ;

3) от резок с центром в точке q°(w) =  Q(w)(a* +  Ab°); полудлиной bq =  7 л/^22 и 
углом наклона 0 q =  7г/2 +  arg ([1 j ] С[1 0]т ) ; в случае d\\ =  0; ^22 >  0;

4) точку q°(w) =  Q(w)(a* +  Ab°); в случае d\\ =  0; d,22 =  0.
Определим модуль и аргумент вектора q°(w) : р°(ш) =  -у/( q°(w))Tq°(w), ср0(и) =  

=  arg ([1 _7’]q0(w)), а также вспомогательную функцию:

( p 0(oj)(a g 2 cos2(<f0- e q) +  bg2 sin2( < f ° - e q) ) 1/2, a q ^ 0  и bq ^ 0 ;

( 10 ) р{ш )=\  a i  и sin(^°(w) -  0 д) =  0 ;
| /9°(w)6- 1, bq y^0 и cos(y>°(w) -  eq) =  0 ;
^00, в остальных случаях.

Основываясь на принципах аргумента и исключения нуля, а также утвержде
нии 1, сформулируем обобщенный критерий робастной модальности семейства по
линомов с эллиптической неопределенностью параметров.

К р и т е р и й  1. Для того, чтобы каждый из полиномов семейства (1) имел п — г  
корней, лежащих внутри замкнутой области Л, и г корней, лежащих за ее пределами, 
необходимо и достаточно, чтобы при таком изменении ш G О, что точка A(w) обходит 
границу области Л в положительном направлении, годограф z(w) =  р{ш)е^''р имел 
приращение аргумента 2тт(п — г)  и не пересекал круг с центром в начале координат 
и радиусом 7 .
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Рис. 1

Таким образом, для оценки модальных свойств семейства полиномов (1) требу
ется проанализировать поведение годографа z(со), построение которого осуществля
ется в соответствии со следующим алгоритмом:

1) в зависимости от вида области Л конкретизируется функция А =  А(ш), а также 
согласно требованиям формулировки критерия 1 определяется диапазон и направ
ление изменения параметра и;

2) для фиксированного со последовательно вычисляются модуль р°(и ) и аргумент 
вектора q°(oj), матрица К и ее собственные числа и нормированные собствен

ные векторы, параметры a q, bq, Qq, вспомогательная функция р(ш);

3) строится годограф z(со) =  р{ш)е^1р0
Наряду с оценкой модальных свойств семейства (1) с заданным размахом пара

метрических возмущений 7 критерий 1 позволяет определить максимальное допус
тимое значение параметра 7тах:

f l l ) 7п =  inf р(ш).

Отличительными особенностями критерия 1 от известных [6-10] являются:
1) непосредственное использование в формулировке критерия матриц Q(w), В, А, 

задающих соответственно область модальности, область неопределенности парамет
ров, зависимость коэффициентов характеристического полинома от неопределенных 
параметров;

2) возможность определения количества корней семейства полиномов, гаранти
рованно принадлежащих заданной области модальности;

3) явное описание области значений характеристического полинома.
Для иллюстрации использования критерия 1 рассмотрим 
П р и м е р  1. Задано семейство полиномов

D (А) =  ( -1 2  +  Ьо -  5 Ъ\) +  ( - 4  +  60)А +  (9 +  60 +  &i)A2 +
+ (3  +  2 6i)A3 +  (3 -  Ъо +  6i)A4 +  А5,

для которого область неопределенности параметров представляет собой эллипс 
(рис. 1):

0 \ Т / о - 1 \То - ЪВ  =  {b  : (Ь — Ь°)Т (В “ 1)ТВ “ 1(Ь -  Ь°) <  1}

где

Ь° =  [0,5 -  2]J В 2,96 -0 ,1 7  
0,51 0,99
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Рис. 2 Рис. 3

Необходимо оценить принадлежность корней семейства области Л, ограниченной 
эпициклоидой (рис. 2):

' 0,98 0,2 ' — (6,15 +  4 cos(w) — cos(4из))
- 0,2 0,98 —4 sin(w) +  sin(4 из)

U3 (Е [—7Г 7г].

В данном случае имеем:

[-1 2  -  4 9 3 3 1]т. 1 1 1 0 - 1 0  
- 5 0 1 2  1 1

На рис. 3 приведен годограф z(io). Из формулировки критерия 1 следует, что 
каждый из полиномов заданного семейства имеет один корень, лежащий внутри 
области Л, и четыре корня, лежащих за ее пределами, так как при изменении из 
от —7г до 7г, годограф г(из) имеет приращение аргумента 2тг и не пересекает круг 
с центром в начале координат и радиусом 1. Максимальное допустимое значение 
размаха параметрических возмущений, при котором сохраняется указанное распо
ложение корней 7тах =  2,01.

3. Формирование множества неопределенности коэффициентов 
характеристического полинома системы автоматического управления

Использование обобщенного критерия робастной модальности семейства поли
номов с эллиптической неопределенностью параметров при решении типовых задач 
анализа робастной модальности непрерывных и дискретных систем автоматического 
управления на первом этапе предполагает формирование множества неопределен
ности коэффициентов характеристического полинома (2).

Рассмотрим систему автоматического управления, структурная схема которой
Ri (^0приведена на рис. 4. Здесь W*(A) =  , i =  0 ,1  -  передаточные функции соответ-
-гдА)

rrii щ
ственно объекта управления и регулятора, где Д*(А) =  ^  гц~\к, Д(А) =  Ргк^к',

к= 0 к= 0
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Рис. 4

А =  s -  комплексная переменная преобразования Лапласа для непрерывных систем; 
X =  z комплексная переменная ^-преобразования для дискретных систем; а  -  
коэффициент обратной связи.

Предположим, что часть коэффициентов числителя и знаменателя передаточной 
функции объекта управления известна точно, а другая часть, образующая вектор 
неопределенных параметров Ь, определена с точностью до принадлежности задан
ному многомерному эллипсоиду В  (3). При этом матрица В определяется произведе
нием матрицы поворота эллипсоида В  относительно базовой системы координат на 
диагональную матрицу полуосей эллипсоида, а параметр 7  принимается равным 1.

Введем обозначения =  [г^  . . .  r^mJ T , =  [рм .. .p ini]T , г =  0 ,1  и сформируем 
из коэффициентов числителя и знаменателя передаточной функции объекта управ
ления вектор ао =  [г^ р^]т . Заменой на 0 элементов вектора ао, вошедших в вектор 
параметров Ь, получим вектор независимых коэффициентов объекта управления a j. 
Тогда вектор коэффициентов ад может быть представлен в виде суммы:

(12) ag =  ag +  АдЬ,

где А0 матрица линейного преобразования размерности (по +  то +  2) х {т  +  1), 
в которой j - й элемент г-й строки равен 1, если j - й элемент вектора параметров b 
является г-м элементом вектора коэффициентов ао, и равен 0 в противном случае. 

Запишем характеристический полином системы:

(13) D{ X) =  a R 1(X)R0(X) +  Pi(A)P0(A)

и выразим вектор коэффициентов характеристического полинома через вектор ко
эффициентов передаточной функции объекта управления:

(14) а =  Sa0.

Матрица S размерности (п + 1 )  х (по +  то +  2 ) определяется выражением (13) и 
имеет следующую структуру: s.j  =  [ О ar% 0^_m i_ j+1] , j  =  l , m 0 +  1 , s .mo+i+J- =

=  [0j_ i p j  0n_ni_ j+1\ , j  =  1, no +  1, здесь s*j j - й столбец матрицы S; 0  ̂ нулевой 
вектор размерности к х 1; п =  n i +  щ  -  порядок характеристического полинома 
системы.

Подставив (12) в (14), получим а =  Sa  ̂ +  SAob, откуда найдем вектор независи
мых коэффициентов характеристического полинома а* =  SaJ и матрицу линейного 
преобразования вектора параметров А =  SAo, необходимые для формирования в 
соответствии с выражением (2) множества неопределенности А  коэффициентов ха
рактеристического полинома системы автоматического управления.

4. Исследование робастной модальности линейных непрерывных систем

В типовых задачах исследования модальности линейных непрерывных систем 
область Л представляет собой симметричную относительно вещественной оси от
крытую полу трапецию, граница которой определяется заданными корневыми пока
зателями качества и может быть выражена в виде:



( - 1 1  +  juj, (|w| <  rj/p  и n  ^  0 ) или (|w| <  oo и n  =  0 );
(15) A(w) =  < ,/x|w| + jw, ?y//i<|w|<oo и ц ф 0,
где г/ ^  0 -  степень устойчивости; /х ^  0 -  степень колебательности; w G] — oo;oo[. 
Необходимо оценить принадлежность всех корней характеристического полинома 
системы данной области.

Используя билинейное преобразование А =  (1 +  А)/(1 — А), осуществим конформ
ное отображение плоскости А в плоскость А. При этом открытая полутрапеция Л в 
плоскости А с границей (15) отображается в замкнутую область Л в плоскости А с 
границей A(w) =  (1 +  A(w))/(1 — A(w)).

Произведем в (1) замену А =  ( а — l )  /  ( а +  l ) .  Тогда после умножения (1) на 

( а + l )  получим

\п /А  — 1 \ /
A + 1J  +

или

D {А) =  (%о -j- fl^A -j- • • • -j- апХп .

Вектор коэффициентов а =  \аоа\. . .  ап]Т вычисляется как линейное преобразова
ние вектора коэффициентов исходного характеристического полинома а =  Та. Эле
менты матрицы линейного преобразования Т определяются следующим образом:

tmj =  1, tn- i j  =  J2  c i c i-u  ( - ! ) " >  toj =  ( - 1 ) J , * =  l , n -  1, j  =  0, п. Здесь Cf -
v=0

биномиальные коэффициенты.
Таким образом, задача анализа принадлежности корней характеристического по

линома D (А) открытой полутрапеции Л в плоскости А сводится к задаче анализа 
принадлежности корней характеристического полинома D (А) замкнутой области Л 
в плоскости А, что позволяет использовать обобщенный критерий робастной мо
дальности при соответствующей модификации выражения (7): Q(w) =  [Red(A(w)) х 
xImd(A(w))]T T.

Учитывая симметричность области Л относительно вещественной оси плоскос
ти А и вещественность коэффициентов характеристического полинома, конкретизи
руем формулировку обобщенного критерия робастной модальности линейных непре
рывных систем.

К р и т е р и й  2. Для того, чтобы линейная непрерывная система обладала задан
ным видом робастной модальности Л, необходимо и достаточно, чтобы при измене
нии ш от 0 до оо годограф z(u>) =  р{ш)е^''р обходил в положительном направлении 
2п  квадрантов координатной плоскости и не пересекал круг с центром в начале ко
ординат и радиусом 7 .

Рассмотрим
П р и м е р  2. Пусть заданы:

-  передаточная функция объекта управления Wo(s) =   ----------------  о--- гДе
b 1 +  0 2 S +  3 sz +  sA

b =  [Ьо Ъ\ &2]Т -  вектор параметров с множеством неопределенности в виде эл
липсоида с центром в Ь° =  [5 1 2,5]т  и диагональной матрицей полуосей В =  
diag [0,5 0,1 0,25];
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Рис. 5

Z Rezfat)

передаточная функция ПИ-регулятора W i(s) =
0,04 + 0,01s

— г/ =  0,1 — степень устойчивости, /х =  0,3 -  степень колебательности, а  =  1 
коэффициент отрицательной обратной связи.

Сформируем необходимые векторы и матрицы:
-  вектор независимых коэффициентов объекта управления

а|5 =  [0 5 0 0 3 1]т ;

матрицу линейного преобразования
т

i- VJ VJ VJ VJ VJ

Ао
1 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 
0 0 0 1 0 0

матрицу линейного преобразования

0,04 0 0 0 0 0 п Т
0,01 0,04 1 0 0 0

0 0,01 0 1 0  0 
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

вектор независимых коэффициентов характеристического полинома

а* =  [0 0,2 0,05 3 1]т ;

матрицу линейного преобразования вектора параметров

0,04 0,01 0 0 0
0 1 0  0 0
0 0 1 0  0

матрицу линейного преобразования

1 - 1 1 - 1 1
4 - 2 0 2 - 4
6 0 - 2 0 6
4 2 0 - 2 - 4
1 1 1 1 1

На рис. 5 показан годограф z(io). Для удобства построения точек годографа был 
введен переменный масштаб по |<г( )̂|:
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+  I? 
р(и.

р{и) 
^  1;

>  1,

и параметр из вычислялся как tg(w), где из (Е [0;7г /2]. Из формулировки критерия 2 
следует, что замкнутая система робастно модальна и 7тах =  2,68.

5. Исследование робастной модальности линейных дискретных систем

Обобщенный критерий может быть непосредственно использован для исследо
вания робастной модальности линейных дискретных систем, так как при этом об
ласть Л представляет собой замкнутую область, граница которой для типовых видов 
модальности может быть выражена в виде:

(16) ЛМ
е (|ш| <  г}/jj, и /х ф  0 ) или (|w| ^  7Г и /х =  0);

7 7 / /X <  |w | <  7Г И  /X 7^ 0 ,

где г/ ^  0 -  степень устойчивости; /х ^  0 -  степень колебательности; w (Е [—7г, 7г]. 
Учитывая также симметричность области Л относительно вещественной оси плос
кости Л, вещественность коэффициентов характеристического полинома и требова
ние расположения всех корней характеристического полинома внутри области Л, 
сформулируем критерий робастной модальности линейных дискретных систем.

К р и т е р и й  3. Для того, чтобы линейная дискретная система обладала задан
ным видом робастной модальности Л, необходимо и достаточно, чтобы при измене
нии из от 0 до 7г годограф г(из) =  р(из)езр обходил в положительном направле
нии 2п  квадрантов координатной плоскости и не пересекал круг с центром в начале 
координат и радиусом 7 .

Рассмотрим робастный вариант примера из [И].
П р и м е р  3. Задана линейная дискретная система

Wq(z) =  bo +  biz  цифровым регулятором W i(z) =
Ь2 +  b3z +  z2

с объектом 2-го порядка 
0 , 8 6 - 2 z + 1,16 z2

и еди-
—0,2  z +  0 ,2  z 2

ничной отрицательной обратной связью а  =  1. Вектор параметров объекта управ
ления b =  [Ьо Ъ\ 62 Ъз]т принадлежит эллипсоиду с центром в точке Ь° =  [0,041 0,0453 
0,7412 —1,724]т  и полуосями 0,0004, 0,0023, 0,0371 и 0,0862. Требуется исследовать 
систему на соответствие степени колебательности /х =  0,5.

Из формулировки критерия 3 и рис. 6, где показан годограф z(cи), следует, что 
замкнутая система обладает заданной степенью робастной колебательности, если 
размах параметрических возмущений 7 находится в пределах от 0 до 7тах =  0,74.

Критерий 3 может быть распространен на случай, когда параметры дискретного 
объекта управления оцениваются на основе метода наименьших квадратов или его

Рис. 6
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модификаций. Для метода наименьших квадратов оценка вектора в пространстве 
параметров представляет собой многомерный эллипсоид вида [12]:

(17) В =  | b : ( b - b ° ) TF TF ( b - b ° )  < 7 2| .

Здесь Ь° -  вектор точечных оценок параметров; F -  матрица регрессоров; 7 -  об
щий сомножитель полуосей эллипсоида. Вектор точечных оценок параметров опре
деляется выражением: b° =  V FTy, где у -  вектор измеренных значений отклика, 
V =  (FTF )_1 -  матрица дисперсий-ковариаций. Общий сомножитель 7 вычисляется 
по критерию Фишера: 7 2 =  k a 2F (S ,k , v), где к -  размерность вектора параметров; 
<т2 -  дисперсия ошибки; S -  уровень значимости; v -  число степеней свободы оценки 
дисперсии ошибки; F(6, к, v) -  распределение Фишера.

Сравнивая выражения (3) и (17), приходим к тождеству (BTB )_1 =  F TF. Тогда, 
из (8) после соответствующих преобразований имеем:

(18) К =  Q(oj)AV(Q(oj)A)t  .

Наряду с оценкой модальных свойств системы с заданным уровнем значимо
сти S оценки параметров объекта управления, критерий 3 позволяет определить 
минимальное значение S, при котором указанные свойства сохраняются. Для это
го необходимо вычислить максимальное значение 7тах и по таблице распределения 
Фишера найти соответствующее ему значение уровня значимости (5т ;п-

6 . Заключение

Предложенный обобщенный критерий робастной модальности позволяет на осно
ве единого подхода исследовать типовые виды модальности линейных непрерывных 
и линейных дискретных систем различной структуры с эллиптической неопреде
ленностью параметров. Обобщенный критерий робастной модальности относится к 
критериям частотного типа и имеет с точки зрения практики инженерного проекти
рования удобную формулировку. Алгоритм критерия ориентирован на выполнение 
векторно-матричных вычислений и операций с комплексными числами, что делает 
целесообразным для его реализации применение специализированных программных 
средств (например, PC MatLAB).

П РИ ЛО Ж ЕН И Е

Д о к а з а т е л ь с т в о  у т в е р ж д е н и я  1. Представим выражение (6) в виде: 
q(w) =  Q(w)(a* +  Ab°) +  Q(w)A(b — b°), откуда выразим разность b — b°: b — b° =  
=  A_ 1Q_ 1 (w)(q(w) -  q°(w)), где q°(w) =  Q(w)(a* +  Ab°); A- 1 , Q_1(w) -  псевдооб- 
ратные матрицы соответствующих линейных преобразований. Тогда при подстанов
ке в (3) выражения для разности b — Ь° имеем: (A_ 1Q_ 1 (w)(q — q°))T (B _ 1)TB _1 х 
х (A_ 1Q_ 1 (w)(q— q0)) <  7 . После преобразований получим неравенство, содержащее 
квадратичную форму в левой части: (q — q°)T (Q(w)AB(Q(w)AB )т ) x( q -  q°) <  7 2- 
Обратная матрица квадратичной формы К =  Q(w )AB(Q( w)AB)T размерности 2 x 2  
является симметрической, положительно полуопределенной. Отсюда следует, что 
область Q(uj) =  {q(w) : b (Е В }  представляет собой либо эллипс или отрезок с цен
тром в точке q°(w), либо точку q°(w). Приведем обратную матрицу квадратичной 
формы к каноническому виду К =  CDC , где С -  ортонормированная матрица 
собственных векторов матрицы К; D диагональная матрица собственных чисел 
матрицы К. Элементы матрицы D определяют вид и размеры области Q(w), а мат
рица С задает ориентацию области Q{ui) относительно базовой системы координат.
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Параметр 7 является общим сомножителем полуосей. Анализируя значения эле
ментов матрицы D, получаем описание множества Q{ui) для различных случаев, 
указанных в формулировке утверждения 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о  к р и т е р и я  1. Согласно принципу аргумента [13] для того, 
чтобы номинальный полином семейства (1), соответствующий номинальному векто
ру параметров, D °(А) =  dT (A)Ab°, имел п — г  корней, лежащих внутри области Л, 
и г корней, лежащих за ее пределами, необходимо и достаточно, чтобы при таком 
изменении ш £  Q, что точка A(w) обходит границу области Л в положительном на
правлении, номинальный годограф z°(lv) =  p°(uj)e^if имел приращение аргумента 
2тг(п — г). Согласно принципу отделения нуля [1] для того, чтобы все полиномы се
мейства (1) имели равное число корней, лежащих внутри области Л, и число корней, 
лежащих за ее пределами, необходимо и достаточно, чтобы область Q{ui) при всех 
ш £  S] не содержала начало координат. Условие отделимости нуля от множества 
Q(u>) можно представить в виде неравенства р°(со)/г(со) >  1, со G О, где г(ш) -  рас
стояние между точкой q°(w) и точкой пересечения отрезком [0, q°(w)] внутреннего 
множества области

В первом случае выражение для г{ш) определяется из параметрического урав
нения эллипса; во втором и третьем случаях внутреннее множество области Q{ui) 
представляет собой точку, удаленную от точки q°(w) на величину соответственно a q, 
bq, при этом внутреннее множество области Q(u>) принадлежит отрезку [0, q°(w)]; 
в остальных случаях точка пересечения отрезком [0, q°(w)] внутреннего множества 
области Q(u>) совпадает с точкой q°(w). Введем вспомогательную функцию р (ш ) =  
=  ^ р ° ( с о ) / г ( с о )  (см. (10)) и перепишем условие отделимости нуля в виде: р (ш )  >  7 . 
Таким образом, требования принципов аргумента и отделения нуля будут выполне
ны, если годограф z(lv) =  р{ш)е^''р будет иметь приращение аргумента 2тт(п — г) 
и не будет пересекать круг с центром в начале координат и радиусом 7 .
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