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Исходя из представлений о шестимерности физического про
странства получено уравнение плотности регулярной упаковки шаров 
как функции эффективного координационного числа и размерности 
пространства. Дополнительно также улучшена полуэмпирическая 
формула для определения зависимости координационного числа от 
расстояния до второй координационной сферы регулярной упаковки.
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Как отмечалось ранее [ 1, 2], в теории плотноупакованных сис
тем частиц важнейшими структурными характеристиками их упа
ковки являются плотность упаковки и координационное число. При 
этом плотность упаковки характеризует способ пространственного 
размещения частиц вокруг некоторой отдельно выбранной частицы, 
а координационное число указывает количество частиц, контакти
рующих или расположенных вблизи выбранной частицы. Основны
ми результатами, полученными при проведении исследований, яви- 
гась численные данные по плотности упаковки шаров ц в зависимо
сти от величины координационного числа Z в пространствах различ- 
шх размерностей (см. табл.).

Как видно из таблицы, наибольшую из возможных плотность 
'паковки имеет регулярная упаковка шаров в одномерном простран
нее, где плотность упаковки достигает своего максимального зна- 
[бния равного единице [6]. Система дисков, расположенных в двух
мерном пространстве, имеет только две возможные плотные регу- 
мрные упаковки. Это квадратная упаковка, имеющая координаци- 
)нное число равное четырем, и гексагональная упаковка с координа
ционным числом равным шести.
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Плотность регулярной упаковки ц шаров в зависимости 
от координационного числа Z и размерности п пространства

Размер
ность, п

Координационное число, Z
2 4 6 8, 82 10 12

1 1

2 0,7854 0,9069

3 0,5236 0,6046 0,6802 0,6981 0,7405

R2 л/2 л/2 л/2/3 V6/2 л/3

Примечание: 8, -  Кубическая гранецентрированная упаковка;
82 -  Кубическая объемно центрированная упаковка; 
R2 -  Расстояние до второй координационной сферы.

Наибольшую группу регулярных упаковок представляет сис
тема шаров, расположенная в трехмерном пространстве. К ним отно
сятся кубическая простая (Z= 6), объемно центрированная кубическая 
(ОЦК) и кубическая гексагональная упаковка (Z= 8), тетрагональная 
(Z=10), а также гранецентрированная кубическая (ПДК) и гексаго
нальная плотная упаковка (ГПУ), имеющие одинаковые координа
ционные числа Z= 12.

Особое положение занимают упаковки, имеющие одинаковые 
значения координационных чисел. К ним относятся упаковки шаров 
в трехмерном пространстве с одинаковыми координационными чис
лами и Z=12. Это такие упаковки, как объемно центрированная ку
бическая и кубическая гексагональная упаковка с координационным 
числом Z= 8, а также гранецентрированная кубическая и гексаго
нальная плотная упаковка, имеющие координационное число Z=12. 
Если последние отличаются между собой топологически, то ОЦК и 
кубическая гексагональная упаковки разнятся по структурному рас
положению шаров во второй координационной сфере. Необходимо 
также отметить и аналогичную закономерность в тетрагональной 
упаковке. Для определения однозначного отличия данных шаровых 
упаковок было предложено ввести понятие эффективного координа
ционного числа [3]. Для ОЦК-упаковки эффективное координацион
ное число определяется как 8+(6), где число 6 является количеством 
шаров во второй координационной сфере. Аналогично значение эф-
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'фективного координационного числа для кубической гексагональной 
упаковки принято представлять в виде 10+(4). Однако такое пред
ставление координационного числа не дает нам возможности для 
сравнения координационных чисел различных упаковок и более того 
не позволяет использовать их в математических расчетах. Именно 
для решения данной задачи в этой работе приведены результаты вы
вода уравнения для определения плотности упаковки регулярных 
шаровых упаковок плотноупакованных систем частиц в зависимости 
от координационного числа и размерности пространства, а также 
определения зависимостей координационных чисел от расстояний 
между частицами в шаровой упаковке.

При построении математической модели, определяющей зави
симость плотности регулярной упаковки частиц от координационного 
числа в  пространствах различной размерности необходимо сделать ряд 
априорных допущений. Во-первых, будем считать, что пространство, в 
котором расположена рассматриваемая система шаров, будет опреде
ляться как шестимерное пространство [4], имеющее жесткую парную 
связь собственных одномерных пространств и антипространств. Осно
ванием для такого утверждения также является и известное выражение 
для определения пространственного интервала s [5]

' •  ' \ Р ; - (1)
где / -  номер выбранного одномерного подпространства.

Во-вторых, введем понятие приведенного координационного 
числа и, которое будет представлять собой число возможных кон
тактов в шестимерном пространстве. В третьих, будем считать пря
мо пропорциональными бесконечно малые изменения абсолютных 
значений относительного приращения объема W шестимерного про
странства и обратно пропорциональными относительно изменения 
приведенного координационного числа и. Данное утверждение мож
но записать в следующем виде

d W = A — d u , (2)
г ие А — коэффициент пропорциональности (при дальнейшем рас-

априорно примем данный коэффициент пропорциональ- 
Численно равным единице).

Ма Проинтегрировав данное уравнение в пределах для объема от 
иМального значения Wmax до некоторого текущего значения W, а
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для приведенного координационного числа от минимального значе
ния итт до текущего значения и получим

W иЦ Т  _  m ax  “ m m

U

Согласно [6], объем области W, занимаемый частицами в шес
тимерном пространстве, можно выразить через объем V трехмерного 
пространства: W= V2, что позволяет записать выражение (3) в сле
дующем виде

V = (4)
и

Плотность упаковки частиц rj по определению можно предста
вить в виде

VD
* = у -  (5)

где Vp -  объем твердой фазы шаровой упаковки.
Если принять объем твердой фазы Vp неизменяемой величи

ной, то подставляя в выражение (5) формулу (4) для плотности упа
ковки частиц получим следующее уравнение

П = (6)
V m in

Приведенное координационное число и является функцией са
мого координационного числа Z и размерности пространства п. Если 
мы будем считать, что координационное число и размерность про
странства являются независимыми параметрами, то это позволяет 
нам записать выражение для приведенного координационного числа 
и в интегральном виде

Z  6

и (Z, и) = | dZ  + ^dn , (7)
О 2 л

здесь нижний предел для размерности пространства учитывает выше 
сделанное допущение о жесткой парной связи одномерных подпро
странств. После проведения интегрирования уравнения (7) для приве
денного координационного числа и получим следующее выражение

u(Z,ri )  ~ Z  + 2(3 -  п).  (8)
Подставляя выражение (8) в формулу (6) для плотности упа

ковки частиц получим следующее уравнение
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n = n  I

Z + 2(3 -  n)
(9)

m in

Минимальную плотность упаковки ;/min можно также выразить 
через размерность пространства в виде

где д(п) -  прерывная функция, которую можно представить следую
щим образом

Учитывая, что минимальное координационное число Zmin в 
трехмерном пространстве для плотной шаровой упаковки составляет 
значение равное шести, окончательно получим

Полученное уравнение (12) для плотности регулярной упаков
ки позволяет нам рассчитывать ее значения для рассмотренных ра
нее пространственных измерений. В тоже время, реальные значения 
плотности упаковки для ОЦК-упаковки, а также для кубической гек
сагональной, будут иметь несколько иные значения координацион
ных чисел. Так, в этом случае, эффективное координационное число 
для ОЦК-упаковки вместо значения восемь составит величину 
10,125, а для кубической гексагональной упаковки вместо значения 
десять -  10,6665.

С целью проверки правильности нашего подхода к определе
нию эффективного координационного числа дополнительно прове
дем анализ формулы для плотности упаковки через зависимость ко
ординационного числа от расстояний между выбранной частицей и 
ее соседями во второй координационной сфере. Для этого восполь
зуемся полуэмпирическим выражением для данной зависимости, 
предложенным нами ранее [7]

(Ю)

(П)

(12)

т

Z  = V exр{«[1-(г,/сг)6]} , (13)

гДе л, _ г 
частицы;

-  расстояние между частицей и ее i-м соседом; а  -  диаметр 
1ы; щ -  число частиц, входящих в области первой и второй ко-
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ординационных сфер; а -  константа (в работе [7] принималась рав
ной единице для двумерного случая).

Величину константы а определим на основании значений ко
ординационного числа частицы в случае кубической объемно цен
трированной упаковки. Подставив в уравнение (13) значения эффек
тивного координационного числа для данной упаковки (Z= 10,125), а 
также значение расстояния г  для частиц второй координационной 
сферы из таблицы, можно рассчитать величину данной константы. 
Ее значение в данном случае составит: а = 0,75744. Проведя расчет 
по данной формуле (13), с учетом значения данной константы, для 
тетрагональной упаковки получим величину эффективного коорди
национного числа: Z =  10,6665, что совпадает с расчетным значени
ем с точностью до 4 знака после запятой.
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MATHEMATICAL MODEL REGULAR BALL PACKING 

V.G. Bondarev, L.V. Migal, T.P. Bondareva 

Belgorod State National Research University

Based on the representations of the six-dimensional physical space ob
tained by the equation density regular packing of spheres as a function of effec
tive coordination number and dimension of the space. In addition, also improved 
semi-empirical formula for determining the dependence of the effective coordina
tion of the distance to the second coordination sphere of the regular package.
Keywords: modeling, regular spherical packing, packing density, the coordina
tion number, the dimension of space.
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