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Процедуры расчёта параметров трёхфазных финансовых операций в зада
чах оптимизации приводят к необходимости вычисления корней характеристи
ческой функции кратности два.

В таких ситуациях классические математические методы расчёта корней 
нелинейных уравнений, поставленные на компьютер, недостаточно эффектив
ны, поскольку компьютерные вычисления выполняются с конечной точностью, 
что, в сочетании с кратностью корня, порождает плохо контролируемый вычис
лительный процесс. Это даёт основание к применению новых методов, учиты
вающих кратность корня.

Ключевые слова: уровень внутренней доходности финансовых операций, 
компьютерное моделирование, метод Ньютона, решение нелинейных 
уравнений.

Классические финансовые и инвестиционные операции имеют двухфазовы е ф и
нансовые потоки. Однако в настоящ ее время всё чащ е возникает необходимость анализи
ровать знакопеременные финансовые потоки CF (Cash Flow ), в которых смена знака про
исходит не один раз, а -  многократно [1]. Наиболее простыми в теоретическом плане и 
востребованными на практике являются модели трёхф азны х финансовых операций.

В наиболее простом случае трёхфазный финансовый поток имеет вид как на рис. 1 
(такой финансовый поток возникает при разработке полезных ископаемы х с последую 
щей рекультивацией земель, консервацией скважин при окончании добычи нефти или 
газа, и т.д.):
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Рис. 1. Простейший трёхфазный финансовый поток

Для определённости, в качестве базового периода брать такой временной интер

вал, в котором характеристическая функция его финансового потока {(x;,t. )}^  имеет вид 

полинома от множителя дисконтирования:

Х№ = NPl'(lxi,ti)}}=v tv V -1 -1 )=  £ x , V ' -t| . (1)
i=1

М одель трёхфазной финансовой операции задаётся следующ ей системой уравне
ний [2], в которую входит характеристическая функция финансового потока и её первая 
производная, вычисленные в некоторой одной фиксированной точке V  е  ( 0, 1)  :

1 Исследования поддержаны грантом РФФИ 14-07-00149
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j  ^  = 0 . (2)
I x(V) = 0

Выполнение уравнений (2) гарантирует существование на сегменте [0, 1] един
ственного корня кратности 2 в точке V  е  [0, 1] ,  а других корней на сегменте [0 , 1] соглас

но теореме Декарта быть не может [3, с.109]. Поэтому сохраняется возможность традици

онной трактовки параметра r = V -  - 1, выражающего через корень системы уравнений

(2), как уровня внутренней доходности финансового потока трёхфазной финансовой опе
рации.

Для использования на практике нужно в систему (2) подставить явное выражение 
характеристической функции и её производной, задав предварительно все входные пара
метры модели. На выходе модель финансовой операции позволяет получить 2 параметра, 
как решение системы уравнений (2). В большинстве интересных с практической точки 
зрения задач [4], одним из выходных параметров модели являются параметр V, необхо
димый для вычисления доходности операции, и один из параметров, характеризующий 
вложения средств, входящий в уравнения линейно.

Этот параметр можно выразить их второго уравнения системы (2) и подставить в 
первое уравнение, получив одно нелинейное уравнение относительно ключевого пара
метра V, локализованного на сегменте [о, 1]. Значение этого параметра является корнем 
кратности два для уравнения f(V)=0, полученного после исключения второго выходного 
параметра.

Проблематика вычисления корней уравнения

f  (x) = 0 (3)

хорошо изучена в теоретическом плане. Однако, основные методы решения уравнения
(3): метод деления отрезка пополам и метод Ньютона (а также их модификации) не учи
тывают кратность корня и особенности компьютерной реализации (конечную точность 
вычислений). Метод деления пополам в принципе не может быть применён для вычис
ления корней чётной кратности, поскольку в малой окрестности корня функция f(x) не 
меняет знак. Метод Ньютона, порождает вычислительный процесс по формуле:

x  = x  - ^ , (4)
n c f '(x, ) ’ (4)

где Xn (n ew) новое приближённое значение корня, а Xc (c urrent) -  текущее. В математиче
ских рассуждениях, неявно предполагающих абсолютную точность вычислений, проблем 
не возникает и доказано, что метод обладает локальной сходимостью к корню любой 
кратности.

Однако при реализации вычислений на компьютере для корней кратности 2 воз
никают сложности, связанные с наличием в правой части формулы (4) неопределённо-
сти, поскольку f '(x) стремится к нулю также как и функция f  (x) . В результате, процесс

вычислений по методу Ньютона становится плохо обусловленным со всеми вытекающи
ми из этого последствиями. Это широко известный факт.

Не так давно в статье «О вычислении простых и кратных корней нелинейного 
уравнения» 2008 года известный специалист по численным методам Н.Н.Калиткин 
предложил модификацию метода Ньютона [5], на основе формулы

x,+1 = x, - Т М x, X (P(x) = f  (x)/f , ( x), 0 < T, ^ 1. (5)



Значения Т, выбирают так, чтобы вдали от корня они были небольшими, а при

попадании в малую окрестность корня стремились бы к 1. Там же предлагается использо
вать шаг:

f S f p )) < 0 < ,. (6)

'  f  2(x) + f  2(x, - р ( x , ) ) ,

Здесь 0  -  управляющий параметр метода. В работе даётся рекомендация начинать рас

чёт при 0  = 1, т.е. классическим методом Ньютона, а если S итераций не обеспечивают

сходимости, то параметр 0  рекомендуется уменьшить в л/Ю раз и снова выполнить не 

более S итераций и т.д. Там же декларируется, что предложенный метод вычислений 
превосходит ряд известных стандартных программ (FSOLVE и FZERO пакета MATLAB 6.5, 
SOLVE пакета MAPLE).

Из приведённого краткого описания модифицированного метода Ньютона видно, 
что он является далеко не тривиальным и требует «ручного» управления со стороны спе
циалиста, осуществляющего расчёт.

Такой подход в нашем случае совершенно неприемлем, поскольку:
• трудно ожидать тот уровень теоретической подготовки в области численных 

методов, который необходим для успешной реализации модифицированного метода 
Ньютона, от пользователя, занимающегося финансовым анализом;

• предложенный метод, несмотря на высокую точность и хорошую устойчивость, 
сложен для реализации на компьютере.

Исходя из сказанного, становится ясной необходимость разработки эвристическо
го алгоритма решения уравнения (3). Предлагается организовать вычислительный про
цесс для определения корня кратности два по формуле:
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x n = xc +
2 f  (x c )

f  "(xc)
(7)

где обозначения те же, что в формуле (3).
Базовое отличие от метода Ньютона в том, что не возникает никакой неопреде

ленности при приближении к корню, поскольку кратность корня в точности равна двум. 
Знак «-» берётся в том случае, если начальное приближение больше корня, а знак «+» -  в 
противоположном случае. В некоторых случаях это обстоятельство может осложнить 
применение метода, но в контексте финансовых расчётов всегда можно начинать с V=1, 
поскольку V  е  [0, 1] и использовать в формуле (7) знак «-».

Хотя формула (7) не имеет строгого математического обоснования, но некоторое 
представление о том, насколько она может быть эффективной, даёт её сравнение с фор
мулой Ньютона.

Проведём сравнение формул (3) и (7) на примере простейшей функции, имеющей 
корень кратности 2: f(x)=x2. При подстановке в формулу (3) получаем:

x = x - ^ ^ l  = x - x  = ^ . (8)
n c f ' (x c) c 2 xc 2

Получаем линейную, как и положено по теории для кратных корней, скорость сходимо
сти метода Ньютона. Подстановка в формулу (7) даёт:
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2 f  (  x c )

f  '( x c  ) 1
2x

= x c  -  x c  = 0. (9)

Формула (8) порождает бесконечный, хотя и сходящ ийся процесс, а формула (9) в 
данном конкретном примере даёт правильный ответ за 1 шаг, хотя, в общем случае, про
цесс вычислений также будет бесконечным.

На рис.2 приведён пример расчёта корня кратности 2 для трансцендентной целой 
функции f  (x) = exp( x) -  cos(x) -  sin( x ) .

Рис. 2. Результаты расчётов корня кратности 2 функции f  (x) = exp(x) -  cos(x) -  sin(x)

П редлагаемый эвристический метод дал результат за 4 итерации. Дальнейш ие 
итерации не имеют смысла ввиду того, что значение функции равно маш инному нулю 
(при вычислениях произош ла потеря точности) и вычисления по формуле (7) стабилизи
руются.

x n  =  x c -
2
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На рис.3 приведён пример расчёта корня кратности 2 для трансцендентной целой 
функции f  (x) = exp( x ) -  cos(x) -  sin( x) методом Ньютона. Ввиду того, что число итераций 

равно 27 на рис.3 показана информация о заклю чительны х итерациях.
Сравнительный анализ протоколов вычислений, приведённых на рис.2 и рис.3, 

показывает, что на расчёт корня эвристический алгоритм потребовал в почти 7 раз м ень
ше итераций, чем метод Ньютона. При этом, эвристический алгоритм дал значение корня 

(истинное значение корня равно нулю) x = 4 .711156312070183e -10, а алгоритм Н ьютона х 

= 9 .352676789243724e-9 . Таким образом, эвристический алгоритм вычислил значение 

корня примерно в 20 раз точнее, чем метод Ньютона.

Рис. 3. Результаты расчётов корня кратности 2 функции f  (x) = exp(x) -  cos(x) -  sin(x) методом

Ньютона

Особого внимания заслуживает вопрос окончания итерационного процесса, что 
напрямую связано с реализацией вычислений на компьютере. В теоретических исследо
ваниях предполагается, что априорно задаётся уровень приемлемой ошибки в определе
нии корня, либо определения функции.
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Оценить погреш ность функции проще, поскольку функция известна, по крайней 
мере, приближенно. Но знание погреш ности вычисления корня представляет собой более 
ценную информацию. При компьютерной реализации вычислений естественным м ом ен
том остановки вычислений является момент обращ ения функции в маш инный ноль, ко
гда происходит стабилизация итерационной последовательности и дальнейш ие вы числе
ния не имеют смысла.

Подводя итог, можно отметить, что проведённые многочисленные расчёты пока
зали лучш ие по сравнению с методом Н ьютона характеристики эвристического метода по 
точности определения корня более, чем на порядок, а по количеству ш агов итерационно
го процесса -  более, чем в 3-5 раз. П ричем преимущ ество эвристического метода тем 
больш е, чем хуж е начальное приближение корня. При использовании эвристического 
метода для реш ения практических задач финансового анализа время вычисления вы ход
ных параметров модели заметно сокращ алось.
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COMPUTER METHODS OF CALCULATING THE ROOTS OF NONLINEAR EQUATIONS 
OF M ULTIPLICITY TWO

Procedures for calculating the parameters of three-phase financial transac
tions in optimization problems make it necessary to compute the roots of the char
acteristic function of multiplicity two.

In such situations, the classical mathematical methods for calculating the 
roots o f nonlinear equations posed on a computer are not effective enough, since 
computer calculations are performed with the ultimate precision that, in conjunc
tion with the multiplicity of the root generates poorly controlled computing pro
cess. This gives grounds to the use of new techniques, taking into account the mul
tiplicity of the root.

Keywords: level o f internal rate o f return of financial transactions, computer 
modeling, Newton's method, the solution of nonlinear equations.
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